lV городская олимпиада по математике для учащихся 6, 7 классов. 3 марта 2013 года.
7 класс.
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1. Расставьте числа в пустых клетках таблицы  так, чтобы сумма чисел в любых трёх соседних клетках была одинакова, а сумма всех двенадцати чисел равнялась 200.
Решение:  Пусть a, b, c, d — числа, расположенные в некоторых четырёх последовательных клетках строки. Тогда имеем a+b+c=b+c+d, откуда a=d. Итак, числа в строке повторяются через два, то есть, строка имеет вид 17, 20, x, 17, 20, x, 17, 20, x, 17, 20, x, при этом сумма всех чисел равна 4·(17 + 20 + x)=200, откуда x=13.
2. На суде в качестве вещественного доказательства фигурируют 6 монет. Ещё до суда эксперт обнаружил, что монеты в конвертах с номерами с первого по третий — фальшивые, а в конвертах с номерами с четвёртого по шестой — настоящие. Суду же известно, что все фальшивые монеты весят одинаково и все настоящие монеты также одинаково весят. Кроме того, известно, что фальшивые монеты легче настоящих. В распоряжении эксперта только чашечные весы без гирь. Он хочет доказать суду, что монеты в конвертах с номерами с первого по третий — фальшивые. Как он может это сделать, используя только два взвешивания?
Решение: Можно считать, что монеты занумерованы, и их номера совпадают с номерами конвертов, в которых они лежат. Кроме того, суду изначально ясно, что если при некотором взвешивании на обоих чашах весов монет поровну, а весы не в равновесии, то на более лёгкой чаше фальшивых монет больше, чем на более тяжёлой. К примеру,  эксперт первым взвешиванием сравнивает монету 1 и одну из настоящих. Настоящая перевешивает, следовательно, суду становится ясно, что монета 1 — фальшивая. При втором взвешивании эксперт кладёт на одну чашу настоящую монету и монету 1, а на другую монеты 2,3. Первая чаша перевешивает, тогда суду понятно, что во второй чаше весов минимум две фальшивых монеты , т.е. монеты 2,3 также фальшивые.

3. На поляне пасутся 150 коз. Поляна разделена изгородью на несколько участков. Ровно в полдень каждая коза перепрыгнула со своего участка на один из соседних. Пастух подсчитал, что в результате на каждом участке количество коз изменилось ровно в три раза. Не ошибся ли пастух?
Ответ: пастух ошибся.

Решение: Пусть m – количество коз, находившихся на участках, на которых в дальнейшем количество коз уменьшилось втрое. n – количество коз, находившихся на участках на которых в дальнейшем количество коз утроилось (m, n – целые числа). По условию m+n=150, m/3+3n=150 тогда m=150-n, m=450-9n. 8n=300, но тогда n не целое число, что невозможно.
4. В остроугольном треугольнике АВС высота ВН равна АС. Доказать, что углы ВСА и ВАС больше 450.
Решение: Восстановим из точки А перпендикуляр АD к прямой АС, равный отрезку ВН так, чтобы точки D и В лежали в одной полуплоскости относительно прямой АС. Треугольник DАС прямоугольный и равнобедренный, значит угол ВСА больше угла DСА=450. Аналогично получаем, что угол ВСА больше 450.
5. В десятичном королевстве имеют хождение монеты: 1 грош, 10 грошей, 100 грошей, 1000 грошей. Можно ли отсчитать миллион грошей так, чтобы получилось полмиллиона монет?
Ответ: невозможно.
Способ 1: Предположим, что искомый набор получен. Будем разменивать каждую крупную монету на гроши. Тогда в конце получим миллион грошей. Но количество монет с каждым шагом увеличивается на число, кратное 3 (на 9, 99 или 999), однако в итоге увеличилось на полмиллиона, что не кратно 3. Получим противоречие.
Способ 2: Обозначим за a, b, c, d количество монет стоимостью 1, 10, 100, 1000 грошей соответственно. Тогда 1000000=1*a+10*b+100*c+1000*d, и 500000=a+b+c+d. Вычтем из первого второе получим: 500000=9*b+99*c+999*d. Заметим что справа число кратное 9, а слева не кратное 9, следовательно получим противоречие.
